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1 Introduction
Un feuilletage lisse F est la donne´e d’une varie´te´ M et d’un atlas {Φi}i∈I sur M forme´ de
diffe´omorphismes Φi : Ui → R
p×Rq tels que les changements de cartes Φj ◦Φ
−1
i s’expriment
par :
Φj ◦ Φ
−1
i (xi, ti) = (xj(xi, ti), tj(ti)).
Les nombres p et q sont respectivement la dimension et la codimension du feuilletage.
E´tant donne´e une me´trique lisse ds2 sur le fibre´ tangent de F, on note ∆ le laplacien
associe´ a` cette me´trique. Lucy Garnett a e´tudie´ dans [Ga] l’e´quation de la chaleur feuillete´e
∂u
∂t
= ∆u, et y de´veloppe la the´orie ergodique du mouvement brownien le long des feuilles,
en de´montrant que les mesures stationnaires de ce processus de Markov sont les mesures de
probabilite´ µ dites harmoniques, c’est a` dire telles que ∆µ = 0 au sens faible. L’ensemble des
mesures harmoniques forme un compact convexe de l’espace des mesures de probabilite´ sur
la varie´te´ ambiante.
Lorsque le feuilletage est lisse et transversalement conforme, et qu’il ne posse`de pas de
mesure transverse invariante, il est de´montre´ dans [DK] qu’il n’existe qu’un nombre fini d’en-
sembles minimaux 1 supportant chacun une unique mesure harmonique, et que de surcroˆıt,
toute mesure harmonique est une combinaison convexe de celles-ci. Ainsi, l’ensemble des me-
sures harmoniques sur un tel feuilletage est un simplexe de dimension n − 1, ou` n est le
nombre de minimaux de F.
Les hypothe`ses de re´gularite´ de ce the´ore`me sont les suivantes : le feuilletage est de
classe C1 transversalement, les feuilles sont des sous-varie´te´s immerge´es de classe C∞, et la
me´trique sur ces feuilles varie de fac¸on ho¨lde´rienne en fonction du parame`tre transverse. Dans
cette note, nous de´montrons que si l’on affaiblit l’hypothe`se de re´gularite´ sur la me´trique, le
re´sultat n’est plus valable : nous construisons un feuilletage lisse par surfaces d’une varie´te´
de dimension 3, dont toutes les feuilles sont denses, et une famille de me´triques lisses sur ses
feuilles qui de´pendent continuˆment du parame`tre transverse (mais pas de fac¸on Ho¨lder), et
pour laquelle il existe au moins deux mesures harmoniques diffe´rentes.
Nous avons donc un exemple de feuilletage ou` la ge´ome´trie du convexe des mesures har-
moniques varie en fonction de la me´trique choisie sur les feuilles. Des exemples de ce type
ont e´te´ trouve´ par Victor Kleptsyn et Samuel Petite en toute re´gularite´, mais en codimension
supe´rieure [KP].
1. On entend par minimal un ensemble ferme´ F-sature´ dans lequel toute les feuilles sont denses.
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Signalons aussi que le feuilletage que nous construisons est minimal mais pas uniquement
ergodique. De tels exemples ont e´te´ construit dans [De] en toute re´gularite´, en utilisant une
construction de type suspension et l’existence d’un diffe´omorphisme minimal du tore non
uniquement ergodique, duˆe a` Hillel Furstenberg.
Nous remercions le rapporteur pour ses remarques qui ont ame´liore´ l’exposition.
2 Feuilletage de Hirsch
Hirsch a construit un feuilletage lisse de dimension 2 et de codimension 1 d’une varie´te´
compacte ferme´e, associe´ a` un diffe´omorphisme local T du cercle dans lui-meˆme, de degre´
topologique d > 1. Nous rappelons cette construction dans le cas de la transformation T (z) =
z2 du cercle unite´ dans lui-meˆme.
Conside´rons un pantalon oriente´ P et notons ses trois composantes de bord ∂iP , i = 1, 2, 3.
Soit σ : P → P une involution lisse qui stabilise la composante ∂3P de ∂P et e´change les
composantes ∂1P et ∂2P . Par exemple, on pourra prendre pour P le disque unite´ de C prive´
des disques de rayon 1/4 centre´s en 1/2 et −1/2, et poser σ(x) = −x. Les composantes ∂1P ,
∂2P sont alors respectivement les cercles de rayon 1/4 de centre 1/2 et −1/2, et ∂3P est le
cercle unite´.
Notons i(z) = −z l’involution du cercle dans lui-meˆme qui consiste a` e´changer les points
des fibres de T . Le quotient N = (P ×S1)/(σ× i) posse`de une structure naturelle de fibration
en pantalons P → N → S1/i, et est diffe´omorphe a` un tore solide duquel on a enleve´ un
tore solide inte´rieur qui fait deux fois le tour du premier - voir le survol [Gh] dans lequel le
lecteur trouvera une jolie figure repre´sentant ce quotient. Le bord de N est forme´ de deux
composantes toriques : la composante inte´rieure ∂iN qui s’identifie naturellement avec ∂1P ×
S1, et la composante exte´rieure ∂extN qui est le quotient de ∂3P ×S
1 par le diffe´omorphisme
σ × i. On recolle ces deux composantes par le diffe´omorphisme
(x, z) ∈ ∂3P × S
1/σ × i 7→ (
xz
4
+
1
2
, z2) ∈ ∂1P × S
1.
On obtient une varie´te´ compacte ferme´e M . La fibration horizontale par pantalons sur N
induit un feuilletage lisse F par surfaces ; c’est le feuilletage de Hirsch associe´ a` T .
Pour construire une me´trique sur le fibre´ tangent du feuilletage de Hirsch, il suffit de
construire une famille de me´triques {ds2z}z∈S1 sur un voisinage ouvert U de P dans C, telles
que
– Pour tout z ∈ S1, on a σ⋆ds2z = ds
2
i(z).
– Au voisinage de ∂3P , on a (
xz
4 +
1
2)
⋆ds2
z2
= ds2z et (
xz
4 −
1
2 )
⋆ds2
z2
= ds2
i(z).
Une fac¸on simple de construire de telles familles est de conside´rer des me´triques sur P que
nous appellerons admissibles. Une me´trique admissible est une me´trique ds2 sur un voisinage
de P dans C qui, au voisinage de ∂3P , admet l’expression
|ds| =
|dz|
|z|(2pi + log 1|z|)
,
et ve´rifie de plus (x4 +
1
2)
⋆ds2 = ds2 et (x4 −
1
2 )
⋆ds2 = ds2. Alors, pour construire une me´trique
sur le fibre´ tangent de F, il suffit de construire une famille {ds2z}z∈S1 de me´triques admissibles
qui ve´rifient de surcroˆıt la condition σ⋆ds2z = ds
2
i(z). En effet, une me´trique admissible est
invariante par rotation au voisinage de ∂3P , ce qui montre que pour toute paire de me´triques
admissibles ds2j , j = 0, 1, et tout z du cercle, on a (
xz
4 ±
1
2)
⋆ds20 = ds
2
1.
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3 g-mesures et mesures harmoniques
On reprend les notations du paragraphe pre´ce´dent. Une g-fonction 2 est une fonction
continue g : S1 → (1,+∞) telle que pour tout point z ∈ S1,
1
g(z)
+
1
g(i(z))
= 1.
Une g-mesure est une mesure de probabilite´ µ sur le cercle telle que la de´rive´e de Radon-
Nikodym de T relativement a` µ est la fonction g. Rappelons que cela signifie que, si B est
un Bore´lien du cercle sur lequel T est injective, alors µ(TB) =
∫
B
gdµ. L’existence d’une
g-mesure de´coule du the´ore`me du point fixe de Kakutani, voir [Ke].
Lucy Garnett de´montre dans [Ga] qu’il existe toujours une mesure harmonique sur un
feuilletage e´quippe´ d’une me´trique sur son fibre´ tangent, qui est lisse sur les feuilles, et
continue transversalement. Dans ce qui suit, nous construisons explicitement des mesures
harmoniques dans le cas particulier du feuilletage de Hirsch. Plus pre´cise´ment, e´tant donne´e
une g-fonction associe´e a` T , nous produisons une me´trique riemannienne sur TF, qui est lisse
le long des feuilles et admet la meˆme re´gularite´ transverse que g, en sorte que toute g-mesure
donne lieu a` une mesure harmonique sur F.
Proposition 3.1. Pour tout ε > 0, il existe un voisinage U de P dans C, tel que pour tout
couple (L1, L2) de re´els supe´rieurs a` ε et ve´rifiant
e−L1 + e−L2 = 1,
il existe une me´trique riemannienne admissible ds2L1,L2 sur U , et une fonction ∆ds2L1,L2
-
harmonique ϕL1,L2 : U → R
>0 qui ve´rifie les conditions suivantes :
– Pour tout x dans un voisinage de ∂3P , on a ϕL1,L2(x) = 1 +
1
2π log
1
|x| .
– Pour tout x dans un voisinage de ∂3P , on a
ϕL1,L2(
x
4
+ 1/2) = e−L1ϕL1,L2(x), et ϕL1,L2(
x
4
− 1/2) = e−L2ϕL1,L2(x).
De plus, on peut supposer que les me´triques ds2L1,L2 et les fonctions ϕL1,L2 de´pendent de fac¸on
analytique de L1 et L2, et que pour tout (L1, L2), on a σ
⋆ds2L1,L2 = ds
2
L2,L1
.
De´monstration. Sur les cylindres Ci = S
1 × [0, Li], i = 1, 2, conside´rons la me´trique de
courbure −1 de´finie par :
e2(v−Li)du2 + dv2.
En effet, c’est la me´trique qu’on obtient en partant de du
2+dy2
y2
et en effectuant le changement
de variables y = eLi−v. Les bords ∂−Ci = S
1 × 0 et ∂+Ci = S
1 ×Li sont alors des horocycles
respectivement ne´gatif de longueur e−Li et positif de longueur 1 3.
On coupe C1 et C2 le long des ge´ode´siques 1 × [0, ε] et 1 × [0, ε], et on colle le segment
1+ × [0, ε] de C1 (resp. 1− × [0, ε] de C2) au segment 1− × [0, ε] de C2 (resp. 1+ × [0, ε]
de C1) de fac¸on isome´trique et en renversant l’orientation. On construit de cette fac¸on un
pantalon PL1,L2 avec une me´trique ds
2 de courbure −1 et une singularite´ conique d’angle
4pi. Ce pantalon PL1,L2 a trois composantes de bord : les composantes ∂1PL1,L2 = ∂+C1,
∂2PL1,L2 = ∂+C2, qui sont des horocycles positifs de longueur 1, et la composante ∂3PL1,L2
2. La terminologie est malheureuse mais c’est celle qui est classiquement utilise´e.
3. Nous entendons par horocycle positif ou ne´gatif une courbe lisse de courbure signe´e 1 ou −1.
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qui est un horocycle ne´gatif de longueur la somme des longueurs des bords ∂−C1 et ∂−C2,
c’est a` dire e−L1 + e−L2 = 1.
La me´trique avec singularite´ conique munit PL1,L2 d’une structure de surface de Riemann
lisse - l’atlas des cartes pre´servant l’orientation dans lesquelles la me´trique est conforme a` la
me´trique plate |dz| sur C. La fonction ϕL1,L2 : PL1,L2 → R de´finie sur chaque Ci par e
−v est
alors une fonction harmonique sur PL1,L2 , qui vaut e
−Li sur ∂iPL1,L2 pour i = 1, 2, et 1 sur
∂3PL1,L2 .
Les bords de PL1,L2 e´tant horocycliques de longueur 1, il existe un diffe´omorphisme
Φ : P → PL1,L2 tel que Φ
⋆ds2 est une me´trique admissible, a` ceci pre`s qu’elle admet une
singularite´ conique. On peut choisir Φ en sorte que cette dernie`re se situe a` l’origine, et que
l’on ait en son voisinage Φ⋆ds2 = |x|2|dx|2. On conside`re alors une me´trique de la forme
ds2L1,L2 = ρΦ
⋆ds2, ou` ρ : P \ {0} → R>0 est une fonction lisse, qui vaut identiquement 1 a`
l’exte´rieur d’un petit voisinage de l’origine, et qui, dans un voisinage encore plus petit, est
de la forme ρ(x) = 1
|x|2
.
La fonction ϕL1,L2 ◦ Φ est alors ∆ds2
L1,L2
-harmonique, et ve´rifie les conditions du lemme.
Nous choisissons ε de sorte que 0 < ε < infz∈S1 log g(z). Pour chaque point z du cercle,
on pose
L1(z) = log g(z), et L2(z) = log g(i(z)).
La famille de me´triques admissibles {ds2z}z∈S1 de´finies par ds
2
z = ds
2
L1(z),L2(z)
de´finit alors
une me´trique sur le feuilletage de Hirsch. D’autre part, si µ est une g-mesure sur le cercle,
alors la mesure
m = ϕL1(z),L2(z)vol(ds
2
z)⊗ µ
de´finit une mesure harmonique sur le feuilletage de Hirsch. Pour conclure, il nous suffit de
prendre une g-fonction continue pour laquelle il existe plusieurs g-mesures diffe´rentes, dont
l’existence nous est assure´e par un the´ore`me de Anthony N. Quas [Qu].
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